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Îïðåäåëåíèå: Åñëè êàæäîìó çíà÷åíèþ

ïåðåìåííîé x ∈ {x} ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèå ïî èçâåñòíîìó çàêîíó f íåêîòîðîå

(åäèíñòâåííîå) ÷èñëî y ∈ {y}, òî ãîâîðÿò,
÷òî íà ìíîæåñòâå {x} çàäàíà ôóíêöèÿ

y = f(x). Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî {x}

íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, à ìíî-

æåñòâî {y} - îáëàñòüþ çíà÷åíèé äàííîé

ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå: f(x) - îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå {x} ⇔ ∃M > 0 : ∀x ∈ {x} |f(x)| < M

(îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó).

Îïðåäåëåíèå:M∗= sup
{x}

f(x)⇔ 1) ∀x ∈ {x} f(x) 6M∗; 2) ∀ε > 0 ∃x′ ∈ {x} : f(x′) > M∗−ε.

M∗ = inf
{x}
f(x) ⇔ 1) ∀x ∈ {x} f(x) >M∗; 2) ∀ε > 0 ∃x′′ ∈ {x} : f(x′′) < M∗+ ε.

Îïðåäåëåíèå: f(x) - ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ⇔ ∀x1, x2 ∈ {x} : x1 < x2 f(x1) < f(x2);

f(x) - ìîíîòîííî íåóáûâàåò ⇔ ∀x1, x2 ∈ {x} : x1 < x2 f(x1) 6 f(x2);

f(x) - ìîíîòîííî óáûâàåò ⇔ ∀x1, x2 ∈ {x} : x1 < x2 f(x1) > f(x2);

f(x) - ìîíîòîííî íåâîçðàñòàåò ⇔ ∀x1, x2 ∈ {x} : x1 < x2 f(x1) > f(x2)

Îïðåäåëåíèå (Êîøè):

b = lim
x→a

f(x) ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : ∀x ∈ {x} 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε.

Îïðåäåëåíèå (Ãåéíå):

b = lim
x→a

f(x) ⇐⇒ ∀{xn}, xn ∈ {x}, xn 6= a, xn → a f(xn)→ b.

Óòâåðæäåíèå: (Êîøè) b = lim
x→a

f(x) ⇐⇒ (Ãåéíå) b = lim
x→a

f(x)

Îïðåäåëåíèå: lim
x→a

f(x) = +∞ ⇔ ∀E > 0 ∃δ(E) : ∀x ∈ {x} 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) > E.

lim
x→∞

f(x) = b ⇔ ∀ε > 0 ∃δ(ε) : ∀x ∈ {x} |x| > δ ⇒ |f(x)− b| < ε.

@ lim
x→a

f(x) = b ⇔ ∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x ∈ {x} 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| > ε.

Îïðåäåëåíèå: Èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé òî÷êó x ∈ R, íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå: Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà {x}, åñëè äëÿ ∀δ > 0 â

êàæäîé å¼ îêðåñòíîñòè Uδ(a) = (a− δ, a+ δ) ñîäåðæàòñÿ îòëè÷íûå îò a çíà÷åíèÿ x ∈ {x}.

Îïðåäåëåíèå: Òî÷êà ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäåëüíîé, íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé

òî÷êîé ìíîæåñòâà.
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9.1.

(à) • Äîêàæèòå, ÷òî x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà {x} ⊂ R, òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1. ∀n > 1, òàêèõ, ÷òî xn ∈ {x}, âûïîëíåíî xn 6= x0;

2. xn −−−→
n→∞

x0.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè x0 ìíîæåñòâà {x} íàõîäèòñÿ

íå ìåíåå, ÷åì ñ÷¼òíîå ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà, îòëè÷íûõ îò x0.

9.2. Îïðåäåëèòå ìíîæåñòâî A âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà {x}, åñëè:

(à) {x} =

{
1

n
, n ∈ N

}
; (á) {x} = [0; 1] ∩Q;

(â) • {x} =
{√

n− [
√
n] ,∀n ∈ N

}
, ãäå [

√
n ]− öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà

√
n.

9.3. • (ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ðèìàíà)

Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèÿìè:

f(x) =

n, åñëè x =
m

n
, ÍÎÄ(m,n) = 1, m, n ∈ N,

0, åñëè x - èððàöèîíàëüíî;

êîíå÷íà, íî íå îãðàíè÷åíà â ëþáîé îêðåñòíîñòè

ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé òî÷êè x.

9.4. (382) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæå-

ñòâà A, (ò.å. ∀c ∈ A ∃E > 0, ∃δ > 0 : |f(x)| 6 E ïðè ∀x ∈ Uδ(c)). ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ôóíêöèÿ

îãðàíè÷åííîé íà ýòîì ìíîæåñòâå, åñëè:

(à) A - èíòåðâàë (0, 1); (á) A - ñåãìåíò [0, 1].

9.5. (385) Ïóñòü ε− ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Èññëåäóéòå íà îãðàíè÷åííîñòü

ôóíêöèþ

f(x) = lnx · sin2 π

x

â èíòåðâàëå (0, ε).

9.6. • Íàéäèòå íà ìíîæåñòâå {x} = (0; +∞) òî÷íóþ íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè ôóíêöèè

f(x) =
x

1 + x
.

9.7. (387) Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ñåãìåíòå [a, b]. ×åìó ðàâíû

åå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè íà ýòîì ñåãìåíòå?
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9.8. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîêàæèòå, ÷òî:

(à) • lim
x→−3

x2 = 9; (á) lim
x→+∞

x · sinx
x2 − 100x+ 3000

= 0;

(â) lim
x→4

x2 − 16

x2 − 4x
= 2; (ã) • @ lim

x→0
sin

1

x
.

Çàìå÷àíèå: Â îòñóòñòâèè ïðåäåëà ëåã÷å âñåãî óáåäèòüñÿ, ñòîÿ íà “òî÷êå çðåíèÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé′′, ò.å. èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Ãåéíå.

Çàìå÷àíèå: Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ìû ëèøü ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå

÷èñëî ïðåäåëîì ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè èëè íåò, íî íå èìååì êîíñòðóêòèâíîãî ìåòîäà

âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà äàííîé ôóíêöèè.

9.9. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå îãðàíè÷åíà â ëþáîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè 0,

íî íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x→ 0

9.10. Äîêàæèòå, ÷òî èç lim
x→0

f(x) = p ñëåäóåò, ÷òî lim
x→0

f(x2) = p. Áóäåò ëè âåðíî îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå?

9.11. (424, 408, 409)

Íàéäèòå ïðåäåëû ñëåäóþùèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:

(à) • lim
x→1

x+ x2 + . . .+ xn − n
x− 1

, n ∈ N;

(á) lim
x→+∞

|P (x)|, P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an, ãäå ai ∈ R, i = 0, n, a0 6= 0;

(â) lim
x→+∞

|R(x)|, R(x) =
a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an

b0xm + b1xm−1 + . . .+ bm
, ãäå a0 6= 0, b0 6= 0
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9.12. (411, 413, 420, 421, 435)

Íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

(à) lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
; (á) lim

x→∞

x2 − 1

2x2 − x− 1
;

(â) lim
x→0

(1 + x)5 − (1 + 5x)

x2 + x5
; (ã) lim

x→1

x4 − 3x+ 2

x5 − 4x+ 3
;

(ä) lim
x→2

x3 − 2x2 − 4x+ 8

x4 − 8x2 + 16
; (å) lim

x→5

√
x+ 11− 2

√
x− 1

x2 − 25
;

(æ) lim
x→0

5
√

32 + x− 2

x
; (ç) lim

x→∞

√
x+

√
x+
√
x

√
x+ 1

.

Ïóñòü äàëåå [a] - áëèæàéøåå ê a öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå åãî.

9.13. Íàéäèòå (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

(à) • lim
x→0

x

[
1

x

]
;

(á) lim
x→0

x

a

[
b

x

]
, a > 0, b > 0;

(â) lim
x→0

[x]

x
;

(ã) lim
x→0

(
x2

([
1

x2

]
+

[
2

x2

]
+ . . .+

[
k

x2

]))
, k ∈ N.

9.14. ? Ôóíêöèþ f : Q 7→ R, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

Q 3 r 7→ f(r) = r,

ïðîäîëæèòü íà R òàê, ÷òîáû

(à) ñóùåñòâîâàë lim
x→0

f(x);

(á) ñóùåñòâîâàë òîëüêî îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ f(0− 0), f(0 + 0).

9.15. ? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî lim
x→0

f
([

1
x

]−1
)

= 0. Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë lim
x→0

f(x)?

9.16. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âñ¼ì îòðåçêå [0, 1] è îòîáðàæàåò åãî íà íåêîòî-

ðîå ïîäìíîæåñòâî [0, 1]. Âåðíî ëè, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå x ∈ [0, 1], ÷òî f(x) = x, åñëè äàííàÿ

ôóíêöèÿ

(à) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò? (á) ìîíîòîííî óáûâàåò?

9.17. ? Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1

è x2 èç äàííîãî èíòåðâàëà, èç íåðàâåíñòâà x1 < x2, ñëåäóåò f(x1) < f(x2); ôóíêöèÿ âîçðàñ-

òàåò â òî÷êå, åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (ò.å. èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé ýòó

òî÷êó), ãäå ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò; Äîêàæèòå, ÷òî èç âîçðàñòàíèÿ â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà

ñëåäóåò âîçðàñòàíèå íà èíòåðâàëå.
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Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ôóíêöèé
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 10

Îïðåäåëåíèå: lim
x→x0+0

f(x) = a ⇔ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ (x0, x0+δ) ⇒ |f(x)−a| < ε;

lim
x→x0−0

f(x) = a ⇔ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ (x0−δ, x0) ⇒ |f(x)−a| < ε;

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü lim
x→x0

f(x) = a, lim
x→x0

ϕ(x) = b. Òîãäà èìååì:

lim
x→x0

[f(x)± ϕ(x)] = a± b; lim
x→x0

[f(x) · ϕ(x)] = a · b; lim
x→x0

f(x)

ϕ(x)
=
a

b
(ϕ(x) 6= 0, b 6= 0).

Òåîðåìà: (î äâóõ ýâîëüâåíòàõ):

Åñëè äëÿ ∀x ∈ Uδ(x0) = (x0 − δ, x0 + δ) âûïîëíåíî:

f1(x) 6 ϕ(x) 6 f2(x) è lim
x→x0

f1(x) = lim
x→x0

f2(x) = a, òî lim
x→x0

ϕ(x) = a.

Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû:

1) lim
x→0

sinx

x
= 1; 2) lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x
= lim

x→0
(1 + x)1/x = e.

10.1. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè, ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(à) • lim
x→0−0

a1/x = 0, a > 1. (á) lim
x→0+0

a1/x =∞, a > 1.

(â) lim
x→+∞

xm

ax
= 0, ãäå a > 1, m ∈ N (ã) • lim

x→+∞

lnx
x

= 0.

(ä) lim
x→0+0

arctg
1

x
=
π

2

10.2. (444, 452, 463, 439, 453)

Íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

(à) • lim
x→0

n
√

1 + x− 1

x
, n ∈ N; (á) lim

x→0

m
√

1 + αx− n
√

1 + βx

x
, m, n ∈ N;

(â) lim
x→+∞

x1/3
[
(x+ 1)2/3 − (x− 1)2/3

]
; (ã) lim

x→a+0

√
x−
√
a+
√
x− a√

x2 − a2
, a > 0;

(ä) lim
x→0

m
√

1 + αx · n
√

1 + βx− 1

x
, m, n ∈ N.
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10.3. (478, 483, 489, 505, 509)

Âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

(à) • lim
x→0

1 + sin x− cosx

1 + sin px− cos px
, 0 6= p ∈ R; (á) lim

x→a

cosx− cos a

x− a
;

(â) lim
x→0

cos (a+ 2x)− 2 cos (a+ x) + cos a

x2
; (ã) lim

x→+∞

(
sin
√
x+ 1− sin

√
x
)

;

(ä) lim
n→∞

sinn
2πn

3n+ 1
;

10.4. Íàéäèòå ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå lim
x→0

sinx

x
= 1 èëè ñîîòâåòñòâóþùèå

îöåíêè ôóíêöèé:

(à) lim
x→π+0

√
1 + cos x · tgx

2
;

(á) lim
x→0

arctgx
x

;

(â) lim
x→π/4

ctg2x · ctg(
π

4
− x);

(ã) lim
x→0

sin (x sin 2x)

x2
;

(ä) lim
x→0

1− cosx · cos2 2x · cos3 3x

x2
; (å) lim

x→1

(
x2

x2 + 1

)ctg πx

.

Íåïðåðûâíîñòü ïîêàçàòåëüíîé, ëîãàðèôìè÷åñêîé è ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèé:

1. lim
x→x0

ax = ax0 , a > 0;

2. lim
x→x0

lnx = lnx0, x0 > 0;

3. lim
x→x0

[
f(x)g(x)

]
=
[

lim
x→x0

f(x)
] lim
x→x0

g(x)

, åñëè ïðåäåëû lim
x→x0

f(x) è lim
x→x0

g(x) ñóùåñòâóþò.

10.5. • Ïóñòü âûïîëíåíî: lim
x→x0

f(x) = 1, lim
x→x0

g(x) = ∞, lim
x→x0

g(x)
(
f(x)− 1

)
= A.

Äîêàæèòå, ÷òî

lim
x→x0

f(x)g(x) = eA.

Çàìå÷àíèå: ïðèâåä¼ííûé âûøå ìåòîä áûâàåò èñêëþ÷èòåëüíî óäîáåí ïðè ðàñêðûòèè

íåîïðåäåë¼ííîñòåé âèäà 1∞, ò.ê. îí ñâîäèò çàäà÷ó ê ðàñêðûòèþ íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà 0 ·∞,

÷òî óæå çàìåòíî ïðîùå.
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10.6. (512, 514, 516, 519)

Íàéäèòå ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ ìåòîä èç ïðåäûäóùåãî íîìåðà:

(à) lim
x→+∞

(
x2 + 1

x2 − 2

)x2
; (á) lim

x→0

x
√

1− 2x;

(â) lim
x→−∞

(
a1x+ b1

a2x+ b2

)x
, a1 > 0, a2 > 0; (ã) lim

x→0

(
1 + tgx
1 + sin x

) 1
sin3 x

;

(ä) lim
x→0

(
chx
) 1

1−cos x , ãäå chx =
ex + e−x

2
− ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.

×åðòåæè äàííûõ ôóíêöèé ïðè a = e

10.7. (çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû)

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(à) • lim
x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
, 0 < a 6= 1;

(á) • lim
x→0

ax − 1

x
= ln a, 0 < a 6= 1;

(â) • lim
x→0

(1 + x)a − 1

x
= a, 0 < a 6= 1.

10.8. (543,553,556,558)

Íàéäèòå ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû èç �10.7:

f(x) =xx−aa
x−a äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé a

(à) • lim
x→a

xx − aa

x− a
, 0 < a 6= 1;

(á) lim
n→∞

n2
(
n
√
x− n+1

√
x
)
, x > 0;

(â) lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

)1/x
, a > 0, b > 0, c > 0;

(ã) lim
x→0

(
ax

2
+ bx

2

ax + bx

)1/x

, a > 0, b > 0.

10.9. Ïóñòü f : R → R - ôóíêöèÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T > 0 è îòëè÷íàÿ îò

ïîñòîÿííîé. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) íå ìîæåò èìåòü ïðåäåëà ïðè x→ +∞ (x→ −∞).

10.10. ? Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë lim
x→+∞

f(x), ôóíêöèè f : [0,+∞)→ R, åñëè

(à) ∀a > 0 ⇒ f(a+ n)→ 0, ïðè n→∞;

(á) ∀a > 0 ⇒ f(an)→ 0, ïðè n→∞;
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10.11. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ëó÷å x ∈ (x0; +∞), îãðàíè÷åíà â êàæäîì

èíòåðâàëå (x0; x1) è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→+∞

f(x+ 1)− f(x)

xn
, n = 0, 1, 2, . . . .

Äîêàæèòå, èëè îïðîâåðãíèòå êîíòðïðèìåðîì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

lim
x→+∞

f(x)

xn+1
=

1

n+ 1
· lim
x→+∞

f(x+ 1)− f(x)

xn
.

10.12. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R 7→ R òàêîâà, ÷òî

∀a ∈ R âûïîëíåíî lim
n→∞

f
(a
n

)
= 0.

Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå 0 ?

10.13. ? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x)

lim
x→a

(
f(x) +

1

|f(x)|

)
= 0.

Íàéäèòå ïðåäåë: lim
x→a

f(x), åñëè îí ñóùåñòâóåò.

10.14. ? Ïóñòü A(x)− êâàäðàòíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2n + 1, îïðåäå-

ë¼ííàÿ íà èíòåðâàëå (0; 1). Èçâåñòíî, ÷òî detA(x) = 1 äëÿ âñåõ x. È äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé

ìàòðèöû B ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→0+0

A(x)BA−1(x). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
x→0+0

A(x) è lim
x→0+0

A−1(x).

10.15. ? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

lim
x→0

f(x) = 0; lim
x→0

f(2x)− f(x)

x
= 0.

Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→0

f(x)

x
= 0.
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ñðàâíåíèå ôóíêöèé. O-ñèìâîëèêà
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 11

Êîãäà âîçíèêàåò âîïðîñ îá îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè âáëèçè íåêîòîðîé òî÷êè (èëè

áåñêîíå÷íîñòè), â êîòîðîé, êàê ïðàâèëî, ñàìà ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà, ãîâîðÿò, ÷òî èíòå-

ðåñóþòñÿ àñèìïòîòèêîé èëè àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ýòîé

òî÷êè.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè îáû÷íî õàðàêòåðèçóþò ñ ïîìîùüþ äðóãîé, áîëåå

ïðîñòîé èëè áîëåå èçó÷åííîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ â îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîé òî÷êè ñ ìàëîé

îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ âîñïðîèçâîäèò çíà÷åíèÿ èçó÷àåìîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå: Åñëè äëÿ ôóíêöèé f(x) è g(x) ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïðîêîëîòàÿ

îêðåñòíîñòü U′(x0) è ïîñòîÿííàÿ C > 0, ÷òî ∀x ∈ U′(x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

|f(x)| 6 C|g(x)|, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèåé g

íà U′(x0) è ïèøåòñÿ f(x) = O
(
g(x)

)
, x→ x0.

Çàìå÷àíèå: Èíîãäà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ôóíêöèþ f(x) = O
(
g(x)

)
, x → x0 â âèäå

f(x) = ϕ(x)g(x), ãäå ϕ(x)− îãðàíè÷åíà ïðè x→ x0.

Îïðåäåëåíèå: Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) òàêèå, ÷òî f(x) = O
(
g(x)

)
è g(x) = O

(
f(x)

)
ïðè x → x0, òî îíè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî ïîðÿäêà ïðè x → x0. Îáîçíà÷åíèå:

f(x) � g(x), x→ x0.

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèè f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïðè x → x0, åñëè â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U′(x0) îïðåäåëåíà òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x), ÷òî

f(x) = ϕ(x)g(x) è lim
x→x0

ϕ(x) = 1. (∗)

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèè f(x) è g(x), ýêâèâàëåíòíûå ïðè x → x0, íàçûâàþòñÿ òàêæå

àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíûìè ïðè x→ x0. Îáîçíà÷åíèå: f(x) ∼ g(x), x→ x0.

Çàìå÷àíèå: Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U′(x0) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà f(x) 6= 0,

g(x) 6= 0, òî óñëîâèÿ (∗) òîæäåñòâåííû ñîîòíîøåíèþ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1

(
èëè lim

x→x0

g(x)

f(x)
= 1
)
.

Îïðåäåëåíèå: Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U′(x0) âûïîëíåíî: f(x) = α(x)g(x), ãäå

lim
x→x0

α(x) = 0, òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèåé

g(x) ïðè x→ x0. Îáîçíà÷åíèå: f(x) = o

(
g(x)

)
, ïðè x→ x0.

Çàìå÷àíèå: Åñëè g(x) 6= 0 ïðè x 6= x0, òî óñëîâèå f = αg, lim
x→x0

α = 0 ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå: lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Çàìå÷àíèå: Ïîä ñèìâîëàìè o

(
f(x)

)
è O

(
f(x)

)
ïîíèìàþòñÿ íå êîíêðåòíûå ôóíêöèè, à

ìíîæåñòâà ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè.
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11.1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(à) åñëè f(x) = o

(
g(x)

)
ïðè x→ x0, òî f(x) = O

(
g(x)

)
ïðè x→ x0;

(á) • åñëè f(x) = ϕ(x)g(x) è ∃ lim
x→x0

ϕ(x) = k <∞, òî f(x) = O
(
g(x)

)
, x→ x0;

Çàìå÷àíèå: Ýòî óñëîâèå áåðåòñÿ çà îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà O∗
(
g(x)

)
, ò.å O∗

(
g(x)

)
⊂O

(
g(x)

)
;

(â) åñëè ∃ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= k <∞, k 6= 0, g(x) 6= 0, òî f(x) � g(x), x→ x0;

(ã) äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèè f(x) è g(x) áûëè ýêâèâàëåíòíûìè ïðè x → x0, íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè x → x0 âûïîëíÿëîñü óñëîâèå f(x) = g(x) + o

(
g(x)

)
, èëè

g(x) = f(x) + o

(
f(x)

)
;

(ä) ïóñòü f(x) ∼ f1(x) è g(x) ∼ g1(x) ïðè x→ x0. Òîãäà, åñëè ∃ lim
x→x0

f1(x)

g1(x)
, òî ∃ lim

x→x0

f(x)

g(x)
,

ïðè÷¼ì lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f1(x)

g1(x)
;

(å) åñëè f1(x) = O
(
g1(x)

)
, f2(x) = O

(
g2(x)

)
, x→ x0, òî f1(x)f2(x) = O

(
g1(x)g2(x)

)
, x→ x0.

11.2. (646) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè x→ a :

(à) • o
(
o

(
f(x)

))
= o

(
f(x)

)
; (á) • O

(
o

(
f(x)

))
= o

(
f(x)

)
;

(â) o
(
O
(
f(x)

))
= o

(
f(x)

)
; (ã) O

(
O
(
f(x)

))
= O

(
f(x)

)
;

(ä) O
(
f(x)

)
+ o

(
f(x)

)
= O

(
f(x)

)
.

Çàìå÷àíèå: Äàííûå ðàâåíñòâà íóæíî ïîíèìàòü, êàê òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå âêëþ÷å-

íèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ (à), èìååì, o
(
o

(
f(x)

))
⊂ o

(
f(x)

)
. Áûëî áû ïðàâèëüíåé ïèñàòü íå

g = o

(
f
)
, à g ∈ o

(
f
)
. Îäíàêî ýòî ïðèâåëî áû ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ âû÷èñëåíèé

ñ ôîðìóëàìè, ñîäåðæàùèìè ñèìâîëû o è O.

11.3. (647) Ïóñòü x→ 0 è n > 0. Ïîêàæèòå, ÷òî:

(à) • M ·O
(
xn
)

= O
(
xn
)
, M 6= 0− ïîñòîÿííàÿ;

(á) • O
(
xn
)
+O

(
xm
)

= O
(
xn
)
, n < m; (â) O

(
xn
)
·O
(
xm
)

= O
(
xn+m

)
.

Çàìå÷àíèå: Ïðè x→∞ âñå îñòà¼òñÿ òàêæå, êðîìå ïóíêòà (á), â êîòîðîì óæå âûïîëíÿ-

åòñÿ:

O
(
xn
)

+O
(
xm
)

= O
(
xm
)
, n < m,

ò.ê. ïðè x > 1 èìååì |xn| 6 |xm|.
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11.4. Ïóñòü x→ a. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(à) o

(
f
)

+ o

(
f
)

= o

(
f
)
;

(á) o

(
f
)

= O
(
f
)
;

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå íå âûïîëíÿåòñÿ. Òî åñòü O
(
f
)
6= o

(
f
)
.

Íàïðèìåð, ïóñòü f(x) = 1, òîãäà o
(
1
)
åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x→ a. Îäíàêî,

O
(
1
)
îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ïðè x→ a.

(â) O
(
f
)

+O
(
f
)

= O
(
f
)
;

11.5. (654) • Ïóñòü x→ 0+0.Ïîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íî ìàëûå f1(x) =
1

lnx
, f2(x) = e−1/x2

íå ñðàâíèìû ñ áåñêîíå÷íî ìàëîé xk, êàêîâî áû íè áûëî k, ò.å. íè ïðè êàêîì k íå ìîæåò èìåòü

ìåñòî ðàâåíñòâî:

lim
x→0+0

fi(x)

xk
= M − const, 0 < |M | <∞, i = 1, 2.

Ìåòîä âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü ôóíêöèè α(x) è β(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé

îêðåñòíîñòè B′(x0). Åñëè ôóíêöèÿ α(x) ïðåäñòàâèìà â âèäå α(x) = β(x)+ o

(
β(x)

)
, x→ x0,

òî β(x) íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè α(x) ïðè x→ x0.

11.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ α(x) îáëàäàåò ïðè x → x0 ãëàâíîé ÷àñòüþ âèäà

A(x−x0)k, A 6= 0, òî ñðåäè âñåõ ãëàâíûõ ÷àñòåé òàêîãî âèäà îíà îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå: Ïðèìåð 11.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî ãëàâíîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî

íàáîðà (øêàëû) ôóíêöèé ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðè x→ 0 Ðàâåíñòâî ïðè x = 0

sinx ∼ x sinx = x+ o

(
x
)

1− cosx ∼
x2

2
cosx = 1− x2

2
+ o

(
x2
)

tgx ∼ x tgx = x+ o

(
x
)

arcsinx ∼ x arcsinx = x+ o

(
x
)

arctgx ∼ x arctgx = x+ o

(
x
)

ex − 1 ∼ x ex = 1 + x+ o

(
x
)

ln (1 + x) ∼ x ln (1 + x) = x+ o

(
x
)

(1 + x)m − 1 ∼ mx (1 + x)m = 1 +mx+ o

(
x
)

11.7. (653, 655, 658)

(à) Ïóñòü x→ 0.

Âûäåëèòå ãëàâíûé ÷ëåí âèäà Cxn, (C = const, n − ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî

ïåðåìåííîé x) ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

• f1(x) = 2x− 3x2 + x5; f2(x) =
√

1 + x−
√

1− x; f3(x) = tg x− sinx;

(á) Ïóñòü x→ 1 + 0.

Âûäåëèòå ãëàâíûé ÷ëåí âèäà C(x− 1)n ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

• f1(x) = lnx; f2(x) = ex − e; • f3(x) = xx − 1;

f4(x) = x3 − 3x+ 2; f5(x) = 4 4
√
x− 5 5

√
x+ 1;

(â) Ïóñòü x→ 1 + 0.

Âûäåëèòå ãëàâíûé ÷ëåí âèäà C

(
1

x− 1

)n
ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

f1(x) =
lnx

(x− 1)2
; f2(x) =

1

sin πx
; f3(x) =

√
x+ 1

x− 1
;

11.8. Ïîäáåðèòå ÷èñëà a, b è c òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà:

(à) • lim
x→+∞

(√
x2 + x− ax− b

)
= 0; (á) lim

x→+∞

(√
x4 + 2x3 − ax2 − bx− c

)
= 0;

(â) lim
x→+∞

(√
5x4 + 7x3 − 8x2 − 4x− ax2 − bx− c

)
= 0.

11.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) = o

(
g(x)

)
, g(x)→ +∞, x→ +∞. Äîêàæèòå, ÷òî

ef(x) = o

(
eg(x)), x→ +∞.

11.10. ? Ïóñòü äëÿ íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî xn− êîðåíü óðàâíåíèÿ x = tg x èç èíòåðâàëà(
πn; π(n+ 1)

)
. Äîêàæèòå, ÷òî xn = πn+

π

2
− 1

πn
+O

(
1

n2

)
, n→∞.

11.11. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R 7→ R íåïðåðûâíà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíòåðâà-

ëà (a; b) ⊂ R íàéä¼òñÿ òî÷êà x0 ∈ (a; b) è ÷èñëî l òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî f(x) > f(x0) + l · (x− x0) + o

(
x− x0

)
, x→ x0.
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Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè. Òî÷êè ðàçðûâà
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 12

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè lim
x→x0

f(x) = f(x0). Îáîçíà÷å-

íèå: f(x) ∈ C(x0).

Îïðåäåëåíèå: (êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà)

Ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 óñòðàíèìûé ðàçðûâ, åñëè ∃ lim
x→x0

f(x) 6= f(x0);

Ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, åñëè ∃ lim
x→x0−0

f(x) 6= lim
x→x0+0

f(x);

Ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà, åñëè @ èëè ðàâåí ∞ õîòÿ áû îäèí

èç ïðåäåëîâ: lim
x→x0−0

f(x), lim
x→x0+0

f(x);

Îïðåäåëåíèå: Åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî: f(x0 − 0) = f(x0)
(
èëè f(x0 + 0) = f(x0)

)
, òî

ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ñëåâà (ñïðàâà) â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå {x}, åñëè îíà

íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà, à â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ íåïðåðûâíà ñ îäíîé

ñòîðîíû.

Òåîðåìà Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà êîíå÷íîì ñåãìåíòå [a; b], òî:

(ïåðâàÿ è âòîðàÿ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà)

1. ∃M > 0 : |f(x)| 6M, äëÿ ∀x ∈ [a; b];
(
f(x) - îãðàíè÷åíà íà ýòîì ñåãìåíòå

)
.

2. ∃xm, Xm ∈ [a; b] : f(xm) = inf
[a;b]

f(x), f(Xm) = sup
[a;b]

f(x);(
f(x) - äîñòèãàåò íà í¼ì ñâîè òî÷íûå íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè

)
.

(òåîðåìà Êîøè)

3. îíà ïðèíèìàåò íà êàæäîì èíòåðâàëå (α; β) ⊂ [a; b] âñå ñâîè ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ

ìåæäó f(α) è f(β). Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(α)f(β) < 0, òî ∃γ ∈ (α; β) : f(γ) = 0.

Çàìå÷àíèå: Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå îíè îïðåäåëåíû.

12.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèé, èìåþùèõ

(à) óñòðàíèìûé ðàçðûâ;

(á) ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà;

(â) ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.

Óêàæèòå âñå òî÷êè, â êîòîðûõ äàííûå ôóíêöèè èìåþò ðàçðûâ.

12.2. (666) • Ñ ïîìîùüþ ′′ε− δ′′ - ðàññóæäåíèé äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x2 íåïðå-

ðûâíà ïðè x = 5.
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Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ δ(ε) ìîæåò áûòü

âûáðàíà íåïðåðûâíîé. Ýòî íàòàëêèâàåò íàñ íà ôîðìóëèðîâêó ñëåäóþùåé çàäà÷è:

12.3. ? Íàïèøåì îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0:

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ U′δ(x0) |f(x)− f(x0)| < ε (∗)

Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèè (∗) âñåãäà ìîæíî òàê ïîäîáðàòü δ = δ(ε), ÷òî ôóíêöèÿ δ(ε) áóäåò

íåïðåðûâíîé ïðè ε > 0.

12.4. (668) Ñôîðìóëèðóéòå íà ÿçûêå ′′ε − δ′′ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ôóíêöèÿ f(x),

îïðåäåë¼ííàÿ â òî÷êå x0, íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ýòîé òî÷êå.

12.5. (669) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë ε1, ε2, . . . > 0 ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà

δ = δ(ε) > 0 òàêèå, ÷òî |f(x) − f(x0)| < ε, åñëè òîëüêî |x − x0| < δ. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü,

÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè

(à) ÷èñëà ε îáðàçóþò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî;

(á) ÷èñëà ε îáðàçóþò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ äðîáåé ε =
1

2n
(n = 1, 2, . . .)

12.6. (670) • Ïóñòü f(x) = x+ 0, 001 · [x]. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ

ε > 0, 001 ∃δ(ε;x) > 0 : |f(x′)− f(x)| < ε, åñëè òîëüêî |x′ − x| < δ,

à äëÿ 0 < ε 6 0, 001 äëÿ ∀x ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ.

12.7. Âûÿñíèòå ÿâëÿåòñÿ ëè íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f(x), åñëè

(à) • äëÿ ∀δ > 0 ∃ε(δ, x0) > 0 : åñëè |x− x0| < δ, òî âûïîëíåíî |f(x)− f(x0)| < ε;

(á) äëÿ ∀ε > 0 ∃δ(ε, x0) > 0 : åñëè |f(x)− f(x0)| < ε, òî âûïîëíåíî |x− x0| < δ;

(â) äëÿ ∀δ > 0 ∃ε(δ, x0) > 0 : åñëè |f(x)− f(x0)| < ε, òî âûïîëíåíî |x− x0| < δ.

Åñëè ÿâëÿåòñÿ, ïðîâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íåò, ïîñòðîéòå êîíòðïðèìåð, è îáúÿñíèòå

êàêîå ñâîéñòâî ôóíêöèè îïèñûâàåòñÿ äàííûìè íåðàâåíñòâàìè?
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Äàëåå ïîä âûðàæåíèåì [α] ïîíèìàåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà α.

12.8. (679, 680, 681, 682, 683, 686)

Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

(à) f(x) =

 sin
1

x
, åñëè x 6= 0,

ïðîèçâîëüíî, åñëè x = 0;
(á) f(x) =

x sin
1

x
, åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0;

(â) f(x) =


1

1 + e
1

x−1

, åñëè x 6= 1,

ïðîèçâîëüíî, åñëè x = 1;

(ã) f(x) =

e−1/x2 , åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0;

(ä) f(x) =

 x lnx2, åñëè x 6= 0,

a, åñëè x = 0;
(å) f(x) =

√
x− [

√
x].

12.9. (694, 707, 700) Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü è óñòàíîâèòå õàðàêòåð òî÷åê ðàçðûâà

ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

(à) y = sgn
(

sin
π

x

)
;

(á) • y = x

[
1

x

]
;

(â) y =
1

1− e
x

1−x
;

(ã) y = [x] sinπx;

(ä) y = [x]·cos

(
π(2x+ 1)

2

)
+ex−1/x; (å) y =

2 sgn(1− x)

(sgn (x+ 1))2 (x+ 1 + (x− 1)sgnx)
;

12.10. (724, 726) Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü è óñòàíîâèòå õàðàêòåð òî÷åê ðàçðûâà

ñëåäóþùèõ ôóíêöèé y(x):

(à) y = lim
n→∞

x2n − 1

x2n + 1
; (á) y = lim

n→∞

x

1 + (2 sinx)2n
;

(â) y = lim
n→∞

x+ x2enx

1 + enx
; (ã) y = lim

n→∞

xn

1 + xn
;

(ä) y = lim
n→∞

ln (2n + xn)

n
, x > −2;

12.11. (ôóíêöèÿ Äèðèõëå)

• Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ D(x) =

1, åñëè x ∈ Q,

0, åñëè x ∈ R \Q.
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12.12. (ôóíêöèÿ Ðèìàíà)

• Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

R(x) =


1

n
, åñëèx =

m

n
, ÍÎÄ(m,n) = 1, m ∈ Z, n ∈ N,

0, åñëè x - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Ôóíêöèÿ Ðèìàíà íà èíòåðâàëå (0; 1)

12.13. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè:

(à) • íåïðåðûâíîé òîëüêî â îäíîé òî÷êå;

(á) âñþäó íåìîíîòîííîé è âñþäó ðàçðûâíîé, èìåþùåé îäíîçíà÷íóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ;

(â) ðàçðûâíîé, èìåþùåé íåïðåðûâíóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ.

12.14. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü è óñòàíîâèòå õàðàêòåð òî÷åê ðàçðûâà ñëåäóþùèõ

ôóíêöèé:

(à) f(x) =

tgx, åñëè x ∈ Q,
√

3, åñëè x ∈ R \Q.
(á) f(x) =

sinx, åñëè x ∈ Q,
1

2
, åñëè x ∈ R \Q.

12.15. ? Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R→ R, ïðèíèìàþùàÿ ðàöèîíàëüíûå

çíà÷åíèÿ â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è èððàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ?

12.16. ? Ïóñòü ó äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè f(x) â êàæäîé òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë: lim
x→x0

f(x) = g(x0). Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà?

12.17. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ∀c > 0 ãðàôèê ôóíê-

öèè f ìîæåò áûòü ñîâìåùåí ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè c · f , èñïîëüçóÿ òîëüêî ñäâèã è ïîâîðîò.

Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ëèíåéíóþ?

12.18. Ìîãóò ëè íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f(x) è g(x) áûòü ðàçëè÷íûìè

(à) òîëüêî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê îòðåçêà [0; 1]?

(á) òîëüêî íà ñ÷¼òíîì ìíîæåñòâå òî÷åê îòðåçêà [0; 1]?
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Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 13

13.1.

(à) • Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå (ñì. �12.11) ïðåäñòàâèìà â âèäå:

D(x) = lim
m→∞

{
lim
n→∞

cosn (πm!x)
}
.

(á) ? Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ íà R ôóíêöèé Dn(x), ÷òî

D(x) = lim
n→∞

Dn(x) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ R?

13.2. • Ïóñòü f - âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

a ∈ R.

(à) Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:

1. ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a ∈ R;

2. äëÿ ∀ V
(
f(a)

)
∃U(a) : f

(
U(a)

)
⊂ V

(
f(a)

)
, ò.å. äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè V

(
f(a)

)
íàéäåòñÿ

òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, U(a), îáðàç êîòîðîé ïðè îòîáðàæåíèè f ñîäåðæèòñÿ â V
(
f(a)

)
;

(á) Ïóñòü X - îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x), a− ïðîèçâîëüíàÿ èçîëèðîâàííàÿ (ò.å.

íå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå: Íàçîâåì ìíîæåñòâî A - îòêðûòûì, åñëè äëÿ ∀x ∈ A íàéäåòñÿ íåêî-

òîðàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè U(x), öåëèêîì ëåæàùàÿ â A.

Îïðåäåëåíèå: Íàçîâåì ìíîæåñòâî B - çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðå-

äåëüíûå òî÷êè.

Óòâåðæäåíèå: Êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è âñþ äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ R ìû áóäåì ñ÷èòàòü

îòêðûòûì è çàìêíóòûì îäíîâðåìåííî.
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13.3. Ïóñòü f : X 7→ Y, ãäå X ⊂ R, Y ⊂ R. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ

ñâîéñòâ:

1. ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà X;

2. ìíîæåñòâî f−1(G0) =
{
x ∈ X | f(x) ∈ G0

}
îòêðûòî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà

G0 ⊂ X, ò.å. îòîáðàæåíèå f(x) íåïðåðûâíî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç ëþáîãî

îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò.

Çàìå÷àíèå: ôîðìóëèðîâêè èç íîìåðîâ 13.2,13.3 èíîãäà áåðóòñÿ çà îïðåäåëåíèÿ

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå ñîîòâåòñòâåííî.

13.4. (741) Îáÿçàòåëüíî ëè áóäåò ðàçðûâíà â äàííîé òî÷êå x0 ñóììà ôóíêöèé f(x)+g(x),

åñëè:

(à) f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, g(x) ðàçðûâíà â òî÷êå x0;

(á) îáå ôóíêöèè f(x) è g(x) ðàçðûâíû â òî÷êå x0.

13.5. (742) Îáÿçàòåëüíî ëè ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé f(x) · g(x) òåðïèò ðàçðûâ íåïðåðûâíî-

ñòè â äàííîé òî÷êå x0, åñëè:

(à) f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, g(x) ðàçðûâíà â ýòîé òî÷êå;

(á) îáå ôóíêöèè f(x) è g(x) ðàçðûâíû ïðè x = x0.

13.6. Ïîñòðîéòå ïðèìåðû:

(à) ðàçðûâíûõ â äàííîé òî÷êå ôóíêöèé ϕ(y) è y(x), ñóïåðïîçèöèÿ êîòîðûõ íåïðåðûâíà;

(á) âñþäó íåïðåðûâíîé è âñþäó ðàçðûâíîé ôóíêöèé, ñóïåðïîçèöèÿ êîòîðûõ âñþäó

íåïðåðûâíà;

(â) • äâóõ âñþäó ðàçðûâíûõ ôóíêöèé, ñóïåðïîçèöèÿ êîòîðûõ âñþäó íåïðåðûâíà.

13.7. (745) Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ñëîæíóþ ôóíêöèþ y = f(u), ãäå u = ϕ(x), åñëè:

f(u) =

u, ïðè 0 < u < 1,

2− u, ïðè 1 < u < 2;
ϕ(x) =

x, ïðè x ∈ Q,

2− x, ïðè x ∈ R \Q,
0 < x < 1.

13.8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, òî è F (x) = |f(x)| òàêæå íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Áóäåò ëè âåðíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?
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13.9.

(à) • Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ëèøü òî÷êè ðàç-

ðûâà ïåðâîãî ðîäà.

(á) (êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé ôóíêöèè)

Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðè-

íèìàåò âñå ñâîè ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

(â) ? Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ ñ íåèçîëèðîâàííûìè òî÷êàìè ðàçðûâà?

13.10. (748)

(à) • Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], òî è ôóíêöèè

m(x) = inf
a6ξ6x

f(ξ), M(x) = sup
a6ξ6x

f(ξ)

òàêæå íåïðåðûâíû íà [a; b].

(á) Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a; b]. Ïîëîæèì

h(x) = min{f(x); g(x)}, k(x) = max{f(x); g(x)}.

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè h(x), k(x) òàêæå íåïðåðûâíû.

13.11. (751) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a; +∞) è ∃ lim
x→∞

f(x) <∞,
òî f(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

13.12. (752, 757)

(à) • Ïóñòü f(x) - íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà (x0; +∞). Äîêàæèòå, ÷òî

äëÿ ∀T ∃{xn} → +∞ : lim
n→∞

[f(xn + T )− f(xn)] = 0.

(á) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà (a; b) è x1, x2, . . . , xn ∈ (a; b)− ïðîèçâîëüíûå

÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ∃ξ∗ ∈ (a; b) : f(ξ∗) =
f(x1) + . . .+ f(xn)

n
.

13.13. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà R

(à) è äëÿ ∀r ∈ Q âûïîëíåíî f(r) = r3 + r + 1. Íàéäèòå ôóíêöèþ f(x).

(á) è ∃C > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ∀r ∈ Q âûïîëíåíî |f(r)| 6 C. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)

îãðàíè÷åíà íà R.

13.14.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : [0; 1] 7→ [0; 1] ñóùåñòâóåò òî÷êà

x0 ∈ [0; 1], â êîòîðîé f(x0) = x0 (íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f).

(á) Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : (0; 1) 7→ (0; 1), ó êîòîðîãî íå

ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíîé òî÷êè.

13.15. ? Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X ⊂ R, èìååò íå

áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.
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13.16. ? Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (îòëè÷íàÿ îò êðèâîé

Ïåàíî), îïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå [0; 1], ïðèíèìàþùàÿ êàæäîå çíà÷åíèå èç îòðåçêà [0; 1] â

êîíòèíóóìå òî÷åê?

13.17. ? Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ôóíêöèè, êîòîðàÿ

ïðèíèìàåò êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå òðè ðàçà. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìà-

þùàÿ êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå äâà ðàçà?

13.18. ? Ïóñòü äëÿ íåïðåðûâíîé äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî

âûðàæåíèå f(x) − f(y) ðàöèîíàëüíî äëÿ âñåõ x, y ∈ R : x − y ∈ Q. Äîêàæèòå, ÷òî

ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ëèíåéíóþ.

13.19. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îòîáðàæàåò âñÿêèé èíòåðâàë íà èíòåðâàë. Âåðíî ëè, ÷òî

îíà íåïðåðûâíà?

13.20. ? Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : R 7→ R íåïðåðûâíà ïî ×åçàðî â òî÷êå

x0 ∈ R, åñëè

ïðè lim
n→∞

x1 + . . .+ xn
n

= x0 âûïîëíåíî lim
n→∞

f(x1) + . . .+ f(xn)

n
= f(x0).

Îïèøèòå âñå ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå ïî ×åçàðî õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå.

13.21. ? Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

T (x) =


1

n+ 1
, åñëè â òðîè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà x ∈ (0; 1) ñîäåðæèòñÿ n åäèíèö (n = 0, 1, . . .),

0, åñëè â äàííîì ðàçëîæåíèè åäèíèö áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íåïóñòîé èíòåðâàë ∆ ⊂ (0; 1) ñîäåðæèò êîíòèíóóì å¼ òî÷åê íåïðåðûâ-

íîñòè è òî÷åê ðàçðûâà.

Ðèñóíîê ôóíêöèè T (x) ñ âû÷èñëåíèåì 10 çíàêîâ òðîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ.
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